
Íàòóðàëüíûå ÷èñëà
Êîíñïåêò ïî òåìå 1.1 (ÎÃÝ, ìàòåìàòèêà, 9 êëàññ)

11.10.2026

Îïðåäåëåíèÿ Òåîðåìû Ïðèìåðû

1 Îáîçíà÷åíèÿ

Îáîçíà÷åíèå ×òåíèå Çíà÷åíèå

N ¾ýí¿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà: {1, 2, 3, 4, . . . }
N0 ¾ýí ñ íóë¼ì¿ {0, 1, 2, 3, . . . }
Z ¾çýò¿ öåëûå ÷èñëà: {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . }

(íàòóðàëüíûå, íîëü è ÷èñëà ñî çíàêîì

ìèíóñ)

an ¾a â ñòåïåíè n¿ a · a · · · · · a (n ðàç); a � îñíîâàíèå, n �

ïîêàçàòåëü

b | a ¾b äåëèò a¿ îñíîâíîå îáîçíà÷åíèå: a = bk äëÿ

öåëîãî k (b ̸= 0)

a
... b ¾a äåëèòñÿ íà b¿ òî æå ñàìîå, ÷òî b | a (ðåæå; ¾òðè

òî÷êè âíèç¿)

b ∤ a ¾b íå äåëèò a¿ a íå äåëèòñÿ íà b

a div b ¾a div b¿ íåïîëíîå ÷àñòíîå ïðè äåëåíèè ñ

îñòàòêîì

amod b ¾a mod b¿ îñòàòîê ïðè äåëåíèè a íà b

a = bq + r çàïèñü äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì: 0 ≤ r < b;
q = a div b, r = amod b

a ≡ b (mod m) ¾a ñðàâíèìî ñ b ïî
ìîäóëþ m¿

a− b äåëèòñÿ íà m (ó a è b îäèíàêîâûå
îñòàòêè)

ÍÎÄ(a, b) ¾ÍÎÄ¿ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü;

ÍÎÄ(a, b) = 1 � ÷èñëà âçàèìíî ïðîñòû

ÍÎÊ(a, b) ¾ÍÎÊ¿ íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå∑
¾ñóììà¿

∑k
i=1 ai = a1 + a2 + · · ·+ ak∏

¾ïðîèçâåäåíèå¿
∏k

i=1 ai = a1a2 · · · ak

Çàìå÷àíèå

Íàïðèìåð, 7 ∈ N ⊂ Z è −5 ∈ Z. Çàïèñü 4 | 20 ÷èòàåì ¾4 äåëèò 20¿ (ðåæå ïèøóò 20
... 4 � ¾20

äåëèòñÿ íà 4¿); ýòî îäíî è òî æå óòâåðæäåíèå: 20 = 4 · 5.
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2 Íàòóðàëüíûå è öåëûå ÷èñëà

Îïðåäåëåíèå 2.1

Íàòóðàëüíûå ÷èñëà � ÷èñëà, êîòîðûìè ñ÷èòàþò ïðåäìåòû: {1, 2, 3, 4, . . . } Èõ ìíîæåñòâî

îáîçíà÷àþò N. Öåëûå ÷èñëà � ýòî íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ÷èñëî 0 è ÷èñëà, ïðîòèâîïîëîæíûå

íàòóðàëüíûì: {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . . } Èõ ìíîæåñòâî îáîçíà÷àþò Z.

Çàìå÷àíèå

×èñëà 1, 2, 3, . . . íàçûâàþò ïîëîæèòåëüíûìè, à −1,−2,−3, . . . � îòðèöàòåëüíûìè. ×èñëî 0
íå ÿâëÿåòñÿ íè ïîëîæèòåëüíûì, íè îòðèöàòåëüíûì.

3 Çàïèñü ÷èñåë

Îïðåäåëåíèå 3.1: äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü

Â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ (èíà÷å � àðàáñêàÿ çàïèñü ÷èñëà) ÷èñëî çàïèñûâàþò

öèôðàìè 0, 1, . . . , 9, êîòîðûå çàíèìàþò ðàçðÿäû (åäèíèöû, äåñÿòêè, ñîòíè, . . . ). ×èñëî ìîæíî

çàïèñàòü è êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèôð, è êàê ñóììó ðàçðÿäíûõ ñëàãàåìûõ:

n = dkdk−1 . . . d1d0 = dk · 10k + dk−1 · 10k−1 + · · ·+ d1 · 10 + d0.

Çäåñü di � öèôðà i-ãî ðàçðÿäà.
Ìëàäøèé ðàçðÿä � ðàçðÿä åäèíèö: êðàéíÿÿ ïðàâàÿ öèôðà çàïèñè ÷èñëà (ó ÷èñëà n =
dk . . . d0 ýòî d0).
Ñòàðøèé ðàçðÿä � âûñøèé ðàçðÿä ÷èñëà: êðàéíÿÿ ëåâàÿ öèôðà (ó òîãî æå ÷èñëà ýòî dk;
â îáû÷íîé çàïèñè îíà íå ðàâíà íóëþ).

Ïðèìåð 3.2

3527 = 3 · 1000 + 5 · 100 + 2 · 10 + 7.
Ìëàäøèé ðàçðÿä ÷èñëà 3527 � öèôðà 7 (ðàçðÿä åäèíèö), ñòàðøèé � öèôðà 3 (ðàçðÿä òûñÿ÷).

Îïðåäåëåíèå 3.3: ðèìñêàÿ íóìåðàöèÿ

Ðèìñêàÿ íóìåðàöèÿ � íåïîçèöèîííàÿ ñèñòåìà. Öèôðû è èõ çíà÷åíèÿ:

I V X L C D M

1 5 10 50 100 500 1000

Ïðàâèëî: öèôðû ñêëàäûâàþòñÿ, íî ìåíüøàÿ öèôðà ïåðåä áîëüøåé âû÷èòàåòñÿ: IV = 4,
IX = 9, XL = 40, XC = 90, CD = 400, CM = 900.

Ïðèìåð 3.4: Èç ðèìñêîé çàïèñè â àðàáñêóþ

Ïîä êàæäîé öèôðîé ïîäïèøåì å¼ çíà÷åíèå, à åù¼ íèæå � öâåòîì îòìåòèì, ÷òî ñ íåé äåëàåì:

¾+¿ � öèôðó ïðèáàâëÿåì, ¾−¿ � âû÷èòàåì (òàê áûâàåò, êîãäà ñëåäóþùàÿ öèôðà áîëüøå).

X I V

10 1 5

+ − +

XIV = +10− 1 + 5 = 14.
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M C M X C I V

1000 100 1000 10 100 1 5

+ − + − + − +

MCMXCIV = 1000− 100 + 1000− 10 + 100− 1 + 5 = 1994.

Ïðèìåð 3.5: Èç àðàáñêîé çàïèñè â ðèìñêóþ

Ðàñêëàäûâàåì àðàáñêóþ çàïèñü ÷èñëà ïî ðàçðÿäàì è çàìåíÿåì êàæäóþ ÷àñòü ðèìñêèìè:

14 = 10 + 4 = X + IV = XIV,

1994 = 1000 + 900 + 90 + 4 = M + CM +XC + IV = MCMXCIV,

1987 = 1000 + 900 + 80 + 7 = M + CM + LXXX + V II = MCMLXXXV II.

4 Äåéñòâèÿ è ñòåïåíü

Òåîðåìà 4.1: ñâîéñòâà äåéñòâèé

Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ (èëè öåëûõ) a, b, c âåðíû çàêîíû:

ïåðåìåñòèòåëüíûé: a+ b = b+ a, a · b = b · a;
ñî÷åòàòåëüíûé: (a+ b) + c = a+ (b+ c), (a · b) · c = a · (b · c);
ðàñïðåäåëèòåëüíûé: (a+ b) · c = a · c+ b · c.

Êðîìå òîãî, a · 1 = a è a · 0 = 0.

Îïðåäåëåíèå 4.2: ñòåïåíü

Äëÿ a ∈ N è n ∈ N ïîëàãàþò

an = a · a · · · · · a︸ ︷︷ ︸
n ðàç

, a1 = a.

Ïðèìåð 4.3

25 = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 = 32,

33 = 3 · 3 · 3 = 27,

106 = 10 · 10 · 10 · 10 · 10 · 10 = 1 000 000.

Òåîðåìà 4.4: ñâîéñòâà ñòåïåíè

Äëÿ ëþáûõ a, b è íàòóðàëüíûõ m,n:

am · an = am+n,
am

an
= am−n (m ≥ n), (am)n = amn, (ab)n = anbn.

Êðîìå òîãî, ïðè a ̸= 0: a0 = 1.

Çàìå÷àíèå

Âñå ýòè ïðàâèëà � ïðîñòî ñâîéñòâà ïîâòîðíîãî óìíîæåíèÿ; óäîáíî ïðîâåðÿòü èõ íà ÷èñëàõ,

íàïðèìåð 23 · 22 = 8 · 4 = 32 = 25.
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5 Äåëèìîñòü

Îïðåäåëåíèå 5.1: äåëèìîñòü

Ïóñòü a, b ∈ Z, ïðè÷¼ì b ̸= 0. Ãîâîðÿò, ÷òî a äåëèòñÿ íà b, åñëè

a = b · k

äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî k. Îáîçíà÷àþò b | a (¾b äåëèò a¿) èëè a
... b (¾a äåëèòñÿ íà b¿). Åñëè

òàêîãî k íåò, ïèøóò b ∤ a. ×èñëî k =
a

b
íàçûâàþò ÷àñòíûì, b � äåëèòåëåì, a � êðàòíûì.

Ïðèìåð 5.2

5 | 45, òàê êàê 45 = 5 · 9; (−6) | 48, òàê êàê 48 = (−6) · (−8); 7 ∤ 45.

Çàìå÷àíèå

Çíàê äåëèòåëÿ íå âàæåí: b | a ðàâíîñèëüíî (−b) | a. Ïîýòîìó ÷àùå âñåãî äåëèòåëè

ðàññìàòðèâàþò ñðåäè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Ëåììà 5.3: ñâîéñòâà äåëèìîñòè

Ïóñòü a, b, c, d ∈ Z (âñå äåëèòåëè îòëè÷íû îò íóëÿ). Òîãäà:

1) åñëè c | a è c | b, òî c | (a+ b);

2) åñëè c | a è c | b, òî c | (a− b);

3) åñëè c | b è b | a, òî c | a;

4) åñëè c | a, òî c | ab (ïðè ëþáîì öåëîì b);

5) åñëè c | a è d | b, òî cd | ab.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷àñòíûå òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü íóæíûå ðàâåíñòâà.

1) a = cm, b = cn ⇒ a+ b = c(m+ n).

2) a = cm, b = cn ⇒ a− b = c(m− n).

3) b = cn, a = bm ⇒ a = c(mn).

4) a = cm ⇒ ab = c(mb).

5) a = cm, b = dn ⇒ ab = (cd)(mn).

Çàìå÷àíèå

Ñâîéñòâà (1) è (2) êîðîòêî: åñëè êàæäîå ñëàãàåìîå äåëèòñÿ íà c, òî è ñóììà (ðàçíîñòü)

äåëèòñÿ íà c. Îáðàòíîå íåâåðíî: 5 + 7 = 12 äåëèòñÿ íà 3, íî 5 è 7 íà 3 íå äåëÿòñÿ.

6 Äåëåíèå ñ îñòàòêîì

Òåîðåìà 6.1: äåëåíèå ñ îñòàòêîì

Äëÿ ëþáûõ a ∈ N è b ∈ N íàéäóòñÿ åäèíñòâåííûå q ∈ N0 è r ∈ N0 òàêèå, ÷òî

a = b q + r, 0 ≤ r < b.

×èñëî q íàçûâàþò íåïîëíûì ÷àñòíûì (q = a div b), ÷èñëî r � îñòàòêîì (r = amod b).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå. Ñðåäè ÷èñåë a, a− b, a− 2b, . . . , íå ìåíüøèõ íóëÿ, âûáåðåì
íàèìåíüøåå: r = a − bq. Òîãäà r ≥ 0. Åñëè áû r ≥ b, òî r − b = a − b(q + 1) òîæå áûëî áû

íåîòðèöàòåëüíûì è ìåíüøèì r � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, r < b.
Åäèíñòâåííîñòü. Åñëè a = bq + r = bq′ + r′ ñ 0 ≤ r, r′ < b, òî r′ − r = b(q − q′) äåëèòñÿ íà b.

Íî |r′ − r| < b, à åäèíñòâåííîå ÷èñëî, êðàòíîå b è ìåíüøåå b ïî ìîäóëþ, � ýòî 0. Çíà÷èò r′ = r,
à òîãäà è q′ = q.

Ïðèìåð 6.2

17 = 5 · 3 + 2, ïîýòîìó 17 div 5 = 3 è 17mod 5 = 2.
100 = 7 · 14 + 2, ïîýòîìó 100 div 7 = 14 è 100mod 7 = 2.

Ñëåäñòâèå 6.3

b | a ⇐⇒ amod b = 0 (÷èñëî äåëèòñÿ íà b ðîâíî òîãäà, êîãäà îñòàòîê ðàâåí íóëþ).

Äëÿ öåëûõ ÷èñåë

Ïðàâèëî òî æå, òîëüêî îñòàòîê áåðóò íåîòðèöàòåëüíûì:

a = bq + r, 0 ≤ r < |b|.

Íàïðèìåð, −17 = 5 · (−4) + 3, òî åñòü −17 div 5 = −4 è −17mod 5 = 3.

7 Âû÷èñëåíèÿ ïî ìîäóëþ

Îïðåäåëåíèå 7.1: ñðàâíåíèå ïî ìîäóëþ

×èñëà a è b ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ k, åñëè îíè äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà

k. Ïèøóò a ≡ b (mod k); ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî k | (a− b).

Òåîðåìà 7.2: ñðàâíåíèÿ ìîæíî ñêëàäûâàòü, âû÷èòàòü è óìíîæàòü

Åñëè a ≡ r (mod k) è b ≡ q (mod k), òî

a+ b ≡ r + q (mod k), a− b ≡ r − q (mod k), a b ≡ r q (mod k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ a− r è b− q äåëÿòñÿ íà k. Òîãäà

(a+ b)− (r + q) = (a− r) + (b− q), (a− b)− (r − q) = (a− r)− (b− q).

Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïðèáàâèì è âû÷òåì rb (îò ýòîãî ñóììà íå èçìåíèòñÿ):

ab− rq = ab−rb+rb− rq = (a− r) b+ r (b− q).

Êàæäàÿ èç ïîëó÷èâøèõñÿ ðàçíîñòåé äåëèòñÿ íà k (ñóììà è ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà

k).

Ñëåäñòâèå 7.3

Ïðè âû÷èñëåíèè îñòàòêà ëþáîå ÷èñëî ìîæíî çàìåíÿòü åãî îñòàòêîì ïî ìîäóëþ k.

Ïðèìåð 7.4

Íàéä¼ì îñòàòîê îò äåëåíèÿ 210 íà 7. Òàê êàê 23 = 8 ≡ 1 (mod 7), òî

210 = 2 · (23)3 ≡ 2 · 13 = 2 (mod 7),

çíà÷èò 210mod7 = 2.
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Çàìå÷àíèå

Ìîäóëü 10 äà¼ò ïîñëåäíþþ öèôðó ÷èñëà, ìîäóëü 9 � ñ òî÷íîñòüþ äî îñòàòêà åãî ñóììó öèôð.

Íà ýòîì îñíîâàíû ïðèçíàêè äåëèìîñòè èç ñëåäóþùåãî ðàçäåëà.

8 Ïðèçíàêè äåëèìîñòè

Òåîðåìà 8.1: äåëèìîñòü íà 10, 5, 2

Ïóñòü d0 � ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà n. Òîãäà

10 | n ⇐⇒ d0 = 0; 5 | n ⇐⇒ d0 ∈ {0, 5}; 2 | n ⇐⇒ d0 ∈ {0, 2, 4, 6, 8}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì n = 10q + d0, ãäå d0 � ïîñëåäíÿÿ öèôðà. Ñëàãàåìîå 10q äåëèòñÿ è

íà 10, è íà 5, è íà 2, çíà÷èò, n äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê, êàê è öèôðà d0: 10 | n ⇐⇒ d0 = 0;
5 | n ⇐⇒ 5 | d0 ⇐⇒ d0 ∈ {0, 5}; 2 | n ⇐⇒ 2 | d0.

Ïðèìåð 8.2

Âñ¼ ðåøàåò ïîñëåäíÿÿ öèôðà d0.
3570: d0 = 0 � äåëèòñÿ íà 2, íà 5 è íà 10.
2345: d0 = 5 � äåëèòñÿ íà 5, íî íå íà 2 è íå íà 10.
1234: d0 = 4 � äåëèòñÿ íà 2, íî íå íà 5 è íå íà 10.

Òåîðåìà 8.3: äåëèìîñòü íà 9 è 3

×èñëî äåëèòñÿ íà 9 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà åãî öèôð äåëèòñÿ íà 9; ÷èñëî äåëèòñÿ
íà 3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà åãî öèôð äåëèòñÿ íà 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n = dk . . . d0 =
∑

di10
i, à S =

∑
di � ñóììà öèôð. Òàê êàê 10 ≡ 1

(mod 9), òî êàæäîå 10i ≡ 1, è ïîòîìó n ≡
∑

di = S (mod 9). Çíà÷èò, n è S äàþò îäèíàêîâûé

îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 9 (è íà 3, òàê êàê 9 äåëèòñÿ íà 3). Îòñþäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå.

Ïðèìåð 8.4

1233: ñóììà öèôð 1+ 2+ 3+ 3 = 9 äåëèòñÿ íà 9, çíà÷èò 9 | 1233. 141: ñóììà öèôð 6 äåëèòñÿ
íà 3, íî íå íà 9, ïîýòîìó 3 | 141, íî 9 ∤ 141.

Òåîðåìà 8.5: äåëèìîñòü íà 11

×èñëî äåëèòñÿ íà 11 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçíîñòü

(ñóììà öèôð íà ÷¼òíûõ ìåñòàõ)− (ñóììà öèôð íà íå÷¼òíûõ ìåñòàõ)

äåëèòñÿ íà 11 (ìåñòà ñ÷èòàåì îò êîíöà ÷èñëà, íà÷èíàÿ ñ íóëÿ: ìåñòî 0 � ðàçðÿä åäèíèö).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê 10 ≡ −1 (mod 11), êàæäîå 10i äà¼ò îñòàòîê (−1)i, ïîýòîìó

n = dk . . . d0 =
∑

di10
i ≡ d0 − d1 + d2 − d3 + . . . (mod 11).

Ñïðàâà ñòîèò â òî÷íîñòè ðàçíîñòü ñóìì öèôð íà ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ ìåñòàõ: ÷¼òíûå ìåñòà èäóò

ñî çíàêîì ¾+¿, íå÷¼òíûå � ñî çíàêîì ¾−¿. Çíà÷èò, n äåëèòñÿ íà 11 ðîâíî òîãäà, êîãäà ýòà

ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà 11.

Ïðèìåð 8.6

Ìåñòà ñ÷èòàåì îò êîíöà ÷èñëà, íà÷èíàÿ ñ íóëÿ: ìåñòî 0 � ïîñëåäíÿÿ öèôðà (ðàçðÿä

åäèíèö). Êðàñíûå öèôðû ñòîÿò íà ÷¼òíûõ ìåñòàõ, ñèíèå � íà íå÷¼òíûõ; ñêëàäûâàåì öèôðû
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îäíîãî öâåòà, à çàòåì âû÷èòàåì ñóììû.

7 9 5 8 3 6 1 4

79 583 614: ÷¼òíûå ìåñòà 4+6+8+9 = 27, íå÷¼òíûå 1+3+5+7 = 16; ðàçíîñòü 27− 16 = 11
äåëèòñÿ íà 11, çíà÷èò 11 | 79 583 614 (79 583 614 = 11 · 7 234 874).
2728: ÷¼òíûå ìåñòà 8+7 = 15, íå÷¼òíûå 2+2 = 4; ðàçíîñòü 15−4 = 11 äåëèòñÿ íà 11, çíà÷èò
11 | 2728 (2728 = 11 · 248).
1234: ÷¼òíûå ìåñòà 4+2 = 6, íå÷¼òíûå 3+1 = 4; ðàçíîñòü 6−4 = 2 íà 11 íå äåëèòñÿ, ïîýòîìó
11 ∤ 1234.

Òåîðåìà 8.7: äåëèìîñòü íà 4

×èñëî äåëèòñÿ íà 4 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî èç äâóõ åãî ïîñëåäíèõ öèôð äåëèòñÿ

íà 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì n = 100q + r, ãäå r � ÷èñëî èç äâóõ ïîñëåäíèõ öèôð (0 ≤ r < 100).
Òàê êàê 100 ≡ 0 (mod 4), òî n ≡ r (mod 4). Çíà÷èò, 4 | n ⇐⇒ 4 | r.

Çàìå÷àíèå

Òåì æå ïðè¼ìîì: íà 25 ÷èñëî äåëèòñÿ ïî äâóì ïîñëåäíèì öèôðàì (îíè äîëæíû áûòü 00, 25,
50 èëè 75), à íà 8 � ïî òð¼ì ïîñëåäíèì öèôðàì (âåäü 1000 ≡ 0 (mod 8)).

Ïðèìåð 8.8

2024: äâå ïîñëåäíèå öèôðû 24 äåëÿòñÿ íà 4, çíà÷èò 4 | 2024 (2024 = 4 · 506).
1234: 34 íà 4 íå äåëèòñÿ (34 = 4 · 8 + 2), çíà÷èò 4 ∤ 1234.

Ñëåäñòâèå 8.9: îñòàòêè

Ïîïóòíî ìû ïîëó÷èëè è ñàìè îñòàòêè: nmod10 � ýòî ïîñëåäíÿÿ öèôðà; nmod9 è nmod3
ðàâíû îñòàòêàì ñóììû öèôð; nmod 11 ðàâåí îñòàòêó ðàçíîñòè ñóìì öèôð ïî ÷¼òíîñòè ìåñò;

nmod 4 � îñòàòîê ÷èñëà èç äâóõ ïîñëåäíèõ öèôð.

9 Ïðîñòûå è ñîñòàâíûå ÷èñëà

Îïðåäåëåíèå 9.1

Äåëèòåëè, êîòîðûå åñòü ó ëþáîãî ÷èñëà, � 1 è ñàìî ÷èñëî, � íàçûâàþò òðèâèàëüíûìè;

îñòàëüíûå äåëèòåëè (åñëè îíè åñòü) � íåòðèâèàëüíûìè.

Íàòóðàëüíîå ÷èñëî p > 1 íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè ó íåãî íåò íåòðèâèàëüíûõ äåëèòåëåé

(òî åñòü îíî äåëèòñÿ òîëüêî íà 1 è íà ñåáÿ).

Íàòóðàëüíîå ÷èñëî a > 1 íàçûâàåòñÿ ñîñòàâíûì, åñëè ó íåãî åñòü íåòðèâèàëüíûé äåëèòåëü
d (òî åñòü 1 < d < a). ×èñëî 1 íå ÿâëÿåòñÿ íè ïðîñòûì, íè ñîñòàâíûì.

Ïðèìåð 9.2

Ïðîñòûå ÷èñëà äî 100 � çåë¼íûå, ñîñòàâíûå � êðàñíûå; ÷èñëî 1 íå ÿâëÿåòñÿ íè ïðîñòûì, íè

ñîñòàâíûì.

Ïî÷åìó òàê? Ïðîñòîå ÷èñëî äåëèòñÿ òîëüêî íà 1 è íà ñåáÿ (òàêîâû 2, 3, 5, 7, . . . ). À ñîñòàâíîå

ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ìåíüøèå ìíîæèòåëè: 4 = 2 · 2, 6 = 2 · 3, 9 = 3 · 3.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Ïðèìåð 9.3

Ðàçáåð¼ì ÷èñëî 24. Íàéä¼ì âñå åãî äåëèòåëè, âûïèñûâàÿ ïàðàìè:

1 · 24, 2 · 12, 3 · 8, 4 · 6.

Çíà÷èò, âñå äåëèòåëè 24 � ýòî
1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24.

Òðèâèàëüíûå èç íèõ � òîëüêî 1 è 24; âñå îñòàëüíûå (2, 3, 4, 6, 8, 12) � íåòðèâèàëüíûå. Ðàç
íåòðèâèàëüíûå äåëèòåëè åñòü, ÷èñëî 24 ñîñòàâíîå.

Çàìå÷àíèå

Äåëèòåëè âñåãäà èäóò ïàðàìè: åñëè d äåëèò n, òî è n/d äåëèò n. Ïîýòîìó, âûïèñàâ äåëèòåëè
äî

√
n, îñòàëüíûå ïîëó÷àåì êàê èõ ïàðû (ó 24 äåëèòåëè äî

√
24 ≈ 4,9 � ýòî 1, 2, 3, 4, à ïàðû

ê íèì � 24, 12, 8, 6). Çíà÷èò, âñåãî äåëèòåëåé ó ÷èñëà n íå ìîæåò áûòü áîëüøå 2
√
n.

Òåîðåìà 9.4: êðèòåðèé ïðîñòîòû

×èñëî n > 1 ïðîñòîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî íå äåëèòñÿ íè íà îäíî ïðîñòîå ÷èñëî

p ñ óñëîâèåì p2 ≤ n (òî åñòü p ≤
√
n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè n ïðîñòîå, òî íåòðèâèàëüíûõ äåëèòåëåé ó íåãî íåò, è äåëèòüñÿ íà òàêèå

p îíî íå ìîæåò.
Îáðàòíî, ïóñòü n íå äåëèòñÿ íè íà îäíî ïðîñòîå p ≤

√
n, à ñàìî n � ñîñòàâíîå. Òîãäà n = ab,

ãäå 1 < a ≤ b. Èç a ≤ b ñëåäóåò a2 ≤ ab = n, çíà÷èò a ≤
√
n. Âîçüì¼ì ëþáîé ïðîñòîé äåëèòåëü

÷èñëà a (îí åñòü: ó ÷èñëà, áîëüøåãî 1, íàèìåíüøèé äåëèòåëü, áîëüøèé 1, ïðîñò). Ïóñòü ýòî p;
òîãäà p ≤ a ≤

√
n, òî åñòü p2 ≤ n, è p | a | n � ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðèìåð 9.5

Ïðîâåðèì íà ïðîñòîòó ÷èñëî 97. Òàê êàê
√
97 ≈ 9,8, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü òîëüêî ïðîñòûå

äî 9: ýòî 2, 3, 5, 7. ×èñëî 97 íå äåëèòñÿ íè íà îäíî èç íèõ, çíà÷èò 97 � ïðîñòîå.
À âîò 91: òå æå ïðîñòûå, è 91 = 7 · 13 � äåëèòñÿ íà 7, ïîýòîìó 91 ñîñòàâíîå.

Òåîðåìà 9.6: Åâêëèä

Ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü âñå ïðîñòûå ÷èñëà � ýòî p1, p2, . . . , pk. Ðàññìîòðèì N =
p1p2 · · · pk+1. ×èñëîN > 1, ïîýòîìó ó íåãî åñòü ïðîñòîé äåëèòåëü p. Åñëè áû p ñîâïàäàëî ñ êàêèì-
òî pi, òî p äåëèëî áû è ïðîèçâåäåíèå p1 · · · pk, è N , à çíà÷èò, è èõ ðàçíîñòü N − p1 · · · pk = 1 �

íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, p � íîâîå ïðîñòîå ÷èñëî, íå âõîäÿùåå â ñïèñîê. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Òåîðåìà 9.7: ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè

Âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 1 ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðè÷¼ì

åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ìíîæèòåëåé):

n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk
k ,

ãäå p1 < · · · < pk � ïðîñòûå, à αi � íàòóðàëüíûå ïîêàçàòåëè.

Ïðèìåð 9.8

360 = 23 · 32 · 5; 1001 = 7 · 11 · 13.

10 ÍÎÄ è ÍÎÊ

Îïðåäåëåíèå 10.1

Îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b � ÷èñëî, äåëÿùåå è a, è b.

ÍÎÄ ÍÎÄ(a, b) � íàèáîëüøèé èç îáùèõ äåëèòåëåé.

Îáùåå êðàòíîå � ÷èñëî, êðàòíîå è a, è b.

ÍÎÊ ÍÎÊ(a, b) � íàèìåíüøåå èç îáùèõ êðàòíûõ.

Îïðåäåëåíèå 10.2

Åñëè ó ÷èñåë a è b íåò îáùèõ äåëèòåëåé, êðîìå 1 (òî åñòü ÍÎÄ(a, b) = 1), èõ íàçûâàþò

âçàèìíî ïðîñòûìè.

Åñëè a = 0 èëè b = 0

×èñëî 0 äåëèòñÿ íà ëþáîå íàòóðàëüíîå d, âåäü 0 = d · 0. Ïîýòîìó

ÍÎÄ(0, b) = b (b > 0), ÍÎÊ(0, b) = 0.

Ôîðìóëà ÍÎÄ · ÍÎÊ = ab ïðè ýòîì òîæå âåðíà (b · 0 = 0 = 0 · b). Ñëó÷àé a = b = 0 íå

ðàññìàòðèâàþò: îáùèõ äåëèòåëåé ó äâóõ íóëåé áåñêîíå÷íî ìíîãî, è íàèáîëüøåãî ñðåäè íèõ

íåò.

Ïðèìåð 10.3

ÍÎÄ(12, 18) = 6; ÍÎÊ(12, 18) = 36; ÍÎÄ(14, 15) = 1 (âçàèìíî ïðîñòû).

Òåîðåìà 10.4: àëãîðèòì Åâêëèäà

Åñëè a = bq + r, òî ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(b, r). Â ÷àñòíîñòè,

ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ
(
b, amod b

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà a = bq+r: ëþáîé îáùèé äåëèòåëü a è b äåëèò r = a−bq; îáðàòíî,
ëþáîé îáùèé äåëèòåëü b è r äåëèò a = bq + r. Çíà÷èò, ó ïàð (a, b) è (b, r) îäíè è òå æå îáùèå

äåëèòåëè, à ïîòîìó è îäèí è òîò æå íàèáîëüøèé.

Êàê èñêàòü ÍÎÄ

Ïîâòîðÿåì çàìåíó (a, b) → (b, amod b), ïîêà îñòàòîê íå ñòàíåò íóë¼ì. Ïîñëåäíèé íåíóëåâîé

îñòàòîê è åñòü ÍÎÄ.

9



Ïðèìåð 10.5

Íàéä¼ì ÍÎÄ(48, 18) àëãîðèòìîì Åâêëèäà:

ÍÎÄ(48, 18) = ÍÎÄ
(
18, 48mod 18

)
= ÍÎÄ(18, 12)

= ÍÎÄ
(
12, 18mod 12

)
= ÍÎÄ(12, 6)

= ÍÎÄ
(
6, 12mod 6

)
= ÍÎÄ(6, 0) = 6.

Òåîðåìà 10.6: ñâÿçü ÍÎÄ è ÍÎÊ

Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ a è b

ÍÎÄ(a, b) ·ÍÎÊ(a, b) = a · b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì a è b íà ïðîñòûå: a =
∏

pαp , b =
∏

pβp . Òîãäà ÍÎÄ(a, b) =∏
pmin(αp,βp) è ÍÎÊ(a, b) =

∏
pmax(αp,βp). Äëÿ êàæäîé ïðîñòîé p ñóììà min(α, β) + max(α, β) =

α+ β, ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå ÍÎÄ è ÍÎÊ ðàâíî
∏

pαp+βp = ab.

Ïðèìåð 10.7

ÍÎÄ(12, 18) ·ÍÎÊ(12, 18) = 6 · 36 = 216 = 12 · 18.

Ïðèìåð 10.8

Çà÷åì íóæíû ÍÎÄ è ÍÎÊ, õîðîøî âèäíî íà äðîáÿõ.

1. Ñîêðàùåíèå äðîáè. Äðîáü 70
105 ìîæíî óïðîñòèòü, ðàçäåëèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü

íà èõ îáùèé äåëèòåëü. ×òîáû ñðàçó ïîëó÷èòü íåñîêðàòèìóþ äðîáü, äåëÿò íà íàèáîëüøèé

îáùèé äåëèòåëü. Íàéä¼ì åãî àëãîðèòìîì Åâêëèäà:

ÍÎÄ(105, 70) = ÍÎÄ
(
70, 105mod 70

)
= ÍÎÄ(70, 35)

= ÍÎÄ
(
35, 70mod 35

)
= ÍÎÄ(35, 0) = 35.

Òîãäà
70

105
=

70 : 35

105 : 35
=

2

3
.

2. Ñëîæåíèå äðîáåé. ×òîáû ñëîæèòü 1
70 + 1

105 , íóæåí îáùèé çíàìåíàòåëü; íàèìåíüøèé

èç âîçìîæíûõ � ýòî ÍÎÊ. Íàéä¼ì åãî ÷åðåç ÍÎÄ (ïî ôîðìóëå ÍÎÄ ·ÍÎÊ = ab):

ÍÎÊ(70, 105) =
70 · 105

ÍÎÄ(70, 105)
=

7350

35
= 210.

Ïðèâîäèì äðîáè ê çíàìåíàòåëþ 210 è ñêëàäûâàåì:

1

70
+

1

105
=

3

210
+

2

210
=

5

210
.

Ïîëó÷åííóþ äðîáü ñíîâà ñîêðàùàåì � è îïÿòü ÷åðåç ÍÎÄ (ÍÎÄ(5, 210) = 5):

5

210
=

5 : 5

210 : 5
=

1

42
.
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11 Äîïîëíèòåëüíî: ñîñòàâíûå ïðèçíàêè äåëèìîñòè

Òåîðåìà 11.1: ñîñòàâíûå ïðèçíàêè

Ïóñòü a = b · c, ãäå ÷èñëà b è c âçàèìíî ïðîñòû. Òîãäà

a | n ⇐⇒ b | n è c | n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a | n, òî è b | n, è c | n (òàê êàê b è c � äåëèòåëè a). Îáðàòíî, ïóñòü b | n
è c | n. Â ðàçëîæåíèå n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè âõîäÿò âñå ïðîñòûå ìíîæèòåëè ÷èñåë b è c; òàê
êàê ÷èñëà âçàèìíî ïðîñòû, ýòè ìíîæèòåëè íå ïåðåñåêàþòñÿ, è ïðîèçâåäåíèå bc = a òîæå äåëèò

n.

Ïðèìåð 11.2

15 = 3 · 5, à ÷èñëà 3 è 5 âçàèìíî ïðîñòû, ïîýòîìó 15 | n ⇐⇒ 3 | n è 5 | n.
1230: ñóììà öèôð 6 äåëèòñÿ íà 3, ïîñëåäíÿÿ öèôðà 0 � äåëèòñÿ íà 5; çíà÷èò 15 | 1230
(1230 = 15 · 82).
6001: ñóììà öèôð 7 íà 3 íå äåëèòñÿ, ïîýòîìó 15 ∤ 6001.

Çàìå÷àíèå

Ñîìíîæèòåëè îáÿçàíû áûòü âçàèìíî ïðîñòûìè. ¾Äåëèòñÿ è íà 4, è íà 6¿ åù¼ íå îçíà÷àåò

¾äåëèòñÿ íà 24¿: ÷èñëî 12 äåëèòñÿ íà 4 è íà 6, íî íà 24 � íåò.
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